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   با خواص مواد غیرقطعی بقا تحلیل
  

  2*رضا عطارنژادو  1یسید سعید برادران حسین
  دانشگاه تهران -پردیس دانشکده هاي فنی  -عمران  یدانشکده مهندس سازه دکتري يدانشجو1

  دانشگاه تهران –پردیس دانشکده هاي فنی  -عمران  یدانشکده مهندسدانشیار 2
  )30/6/89 ، تاریخ تصویب10/10/88ریافت روایت اصلاح شده ، تاریخ د 10/7/86تاریخ دریافت (

  چکیده
عدم قطعیت در هندسه یا خـواص مـاده   . شوند بندي می خصوصیات تصادفی عموماً به دو دسته وابسته به زمان و مستقل از زمان طبقه         

طعیت در بارگذاري و شرایط محیطی در دسته مسائل تصادفی که عدم قشوند؛ در حالی غالباً به دسته مسائل تصادفی مستقل از زمان مربوط می
اي بـا خـواص مـواد     اي شامل المـان تیـر و قـاب صـفحه     ، روش اجزاي محدود براي مسائل سازهبررسیدر این  .گیرند وابسته به زمان جاي می

ات اساسی در این بررسی عبارتند از متغیر فرضی .بسط داده شده است) مسائل تصادفی استاتیکی(غیرقطعی و تحت شرایط بارگذاري استاتیکی 
وسیله یک میدان تصادفی یک بعدي همگن و به) متغیر مستقل از زمان(در نظر گرفته شدن مدول الاستیسیته ماده، تعریف میدان تغییر مکان 

  .شرایط بارگذاري استاتیکی قطعی
  

  تابع تغییر، سري تیلور، تیسیته، تصادفیقاب، مدول الاسالمان ، یاجزاء محدود، ماتریس سخت :يکلید يهاواژه
  

  مقدمه
بار اجرا شود و نتـایج    اگر یک آزمایش یکسان چندین      

بـا قاعـده یـا بـدون     (دست آمده همیشه مشـابه باشـند   ه ب
کـه همـه   اگر زمـانی . شود ، فرآیند قطعی نامیده می)قاعده

گر یکسان باقی بماند، نتایج با  شرایط تحت کنترل آزمایش
یگر متفاوت باشد، فرآیند غیرقطعی یا تصادفی نامیـده  یکد
ــی ــود م ــتم .ش ــازهسیس ــاي س ــت،  ه ــدم قطعی اي داراي ع

شوند که این عدم قطعیـت   هاي تصادفی نامیده می سیستم
تواند مربوط به هندسه، خواص مواد یا شرایط بارگذاري می

خصوصیات تصادفی عموماً بـه دو دسـته وابسـته بـه     . باشد
عدم قطعیـت  . شوند بندي می از زمان طبقهزمان و مستقل 

در هندسه یا خواص ماده غالباً به دسـته مسـائل تصـادفی    
عدم قطعیـت  که شوند؛ در حالی مستقل از زمان مربوط می

بارگذاري و شرایط محیطی در دسـته مسـائل تصـادفی    در 
، روش بررسـی در ایـن   .گیرنـد  وابسته به زمـان جـاي مـی   

اي با خواص مـواد   سائل سازهاجزاي محدود تصادفی براي م
مســائل (و تحـت شــرایط بارگـذاري اسـتاتیکی     یغیرقطع ـ

 یفرضیات اساس ـ .بسط داده شده است) یتصادفی استاتیک
مـدول الاستیسـیته،    ندر نظر گرفته شـد عبارتند از متغیر 
تغییـر  پواسـون، تعریـف میـدان    ضـریب  ثابت فرض شدن 

ان تصادفی وسیله یک میدبه) متغیر مستقل از زمان(مکان 
در  .یقطع ـ گذاري اسـتاتیکی شرایط بارو  یک بعدي همگن

ــاب   ایــن بررســی، ابتــدا مــاتریس ســختی المــان تیــر و ق
روي ) تصـادفی (اي با فرض توابع توزیع غیر قطعـی   صفحه

المــان بــراي مــدول الاستیســیته، بــا روش انــرژي بدســت 
سپس بردار بار کلـی اسـتخراج گردیـده و معادلـه     . دآی می

برقرار ) هاروابط بین نیروها و تغییر مکان(ی سازه تعادل کل
هـاي  ماتریس سختی کلی سازه و بردار تغییرمکان. شودمی

صـورت تـوابعی از متغیرهـاي تصـادفی تعریـف      ه گرهی، ب
این متغیرهاي تصادفی، در واقع درجات مختلـف  . شوند می

در . باشـند هاي تابع توزیـع تصـادفی روي عضـو مـی    ممان
هـاي گرهـی توسـط سـري     بردار تغییرمکان نهایت با بسط

تیلـور بـا تقریـب مرتبــه اول حـول مقـادیر میـانگین ایــن       
امیـد ریاضـی بـردار    (متغیرهاي تصادفی، مقـدار میـانگین   

هـاي  و توابع تغییرات تغییر مکـان ) هاي گرهیتغییر مکان
عناصر قطر اصلی مـاتریس کواریـانس تغییـر    (گرهی سازه 

  .شود میاستخراج ) هاي گرهیمکان
  

  عضو تیر ياستخراج ماتریس سختی برا
شود کـه خـواص مـواد در مجـاورت مقـادیر      فرض می      

عبـارت دیگـر، مـدول    کند؛ یـا بـه   میانگین خود نوسان می
الاستیسیته عضو بصورت تصادفی در امتداد طول آن تغییر 

  :کند و تغییرات آن به شکل زیر است می
)1(          xfExE eee  10  
که در آن         eE0  مقدار میانگین مدول الاستیسیته  
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)()(و xf e    ــانات ــزان نوس ــده می ــادفی نماین ــدان تص می
بـا ایـن   . باشد همگن، یک بعدي و داراي میانگین صفر، می

فرض که مـدول الاستیسـیته نبایـد منفـی باشـد؛ میـدان       
)()(تصادفی xf e گردد صورت زیر محدود میه ب :  
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در عبــارات بــراي مــرتبط  (e)بــالانویس . باشــد عضــو مــی

  .رود کار میه ساختن پارامترها به یک عضو ب
بـه ایـن    ،چهار درجـه آزادي اسـت   يیک عضو تیر دارا     

 iهاي قائم دو نقطه گرهی تغییر مکان jvو  ivترتیب که 
هاي دورانی نقاط گرهی بوده و تغییر مکان jو  iو  jو 
L به صـورت رابطـه   دول الاستیسیته م. باشد طول عضو می
  .شودمیفرض ) 1(

  :صورت زیر است بردار تغییر مکان نقاط گرهی ب
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) 4(رابطه . باشند ابع شکل عضو میها توiNدر روابط فوق 
  :شودبه شکل زیر بازنویسی میدر قالب ماتریسی 
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  :شود صورت زیر بیان می هماتریس سختی عضو تیر ب
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و eI     ممان اینرسی مقطع عرضی حـول محـور خمـش
پس از یک سري عملیات ریاضـی بـر روي رابطـه    . باشد می

 ـ  ، ماتریس سختی عضو تیر با خو)7( ه اص مـواد تصـادفی ب
  :شود صورت زیر تبدیل می
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و      eee XXX 012 در متغیرهاي تصادفی بـوده و   ,,
)()(هاي تابع تصادفیمماناقع و xf e و از آنجـا کـه    هستند

همه آنهـا مقـدار   این تابع داراي مقدار میانگین صفر است، 
  :شوند می تعریفصورت زیر ه بشته و میانگین صفر دا
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بیـان گردیـد   ) 9(ماتریس سختی عضـو کـه در رابطـه        
صورت مقدار ه یک بخش قطعی که ب. داراي دو بخش است

میانگین eK0   ـ  ه بوده و بخش دیگر تصـادفی اسـت کـه ب
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ــورت  ص           eeeeee KXKXKX 221100 ...  
  .گردد بیان می

  

  عضو قاب ياستخراج ماتریس سختی برا
هاي ضو قاب عبارتند از تغییر مکانشش درجه آزادي ع    

ایـن درجـات   . محوري، قائم و دورانی براي هر نقطه گرهی
و ju ،jv و iبـراي گـره   i وiu ،ivبه ترتیب بـا  آزادي 

j  براي گرهj داریمشکل برداري و به  شوند بیان می:  
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مرتبه شش  یک ماتریس مربعیقاب، ماتریس سختی عضو 
اي و ماتریس  است که از ترکیب ماتریس سختی عضو میله

چنانچـه مراحـل اسـتخراج    . آید سختی عضو تیر بدست می
شود، ماتریس سختی ماتریس سختی به شیوه مشابه انجام 

  :آیددست میه عضو قاب به شکل زیر ب
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) 16(تـا  ) 14(روابط و ) 1(ضمیمه در اجزاء مختلف آن که 
همـان   Lو  E0 ،A ،I، )1(ضـمیمه  ابط ودر ر. تعریف شدند

مقادیر eE0، eA، eI، eL   هستند که براي سـادگی
  .اند بدین ترتیب نشان داده شده

شـــود، یملاحظـــه مـــ) 1(کـــه در ضـــمیمه يطـــوربـــه
       eeee KKKK 0012 ,,,  ــاتریس ــاي م ــارن ه متق

  .هستند
  

مختصـات    در دسـتگاه  عضو  سختی  ماتریس
  کلی

سـت  سـازه، لازم ا  ماتریس سختی کلبراي تشکیل          
در دستگاه مختصات محلی بـه دسـتگاه   ا عضاهاي ماتریس

 ـ ) 1(شکل  .مختصات کلی انتقال یابد ه یک عضو قاب کـه ب
قـرار گرفتـه را نشـان     x-yصورت دلخواه در صـفحه کلـی   

  .دهد می
  
 
  

  
  
  

  .هاي مختصات محلی و کلیعضو قاب در دستگاه: 1شکل
  

yxدستگاه مختصات محلی گاه مختصات کلـی  ، دست
x-y هـاي گرهـی متنـاظر در دو دسـتگاه در      و تغییر مکان

بـا   عضـو در امتـداد زاویـه    . شکل نشان داده شـده اسـت  
رابطه بین دستگاه مختصات کلـی  . قرار گرفته است xمحور

و دستگاه مختصات محلی براي ماتریس سختی عضو طبق 
  :شود رابطه زیر بیان می
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ماتریس سختی عضـو قـاب در دسـتگاه مختصـات محلـی      
  :عبارتست از
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در دستگاه مختصات کلـی بـه شـکل    ماتریس سختی عضو 
  :شود یزیر بیان م
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  :که در آن
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g TKTK

T

.. 010 
  

)24(         eeee
g TKTK

T

.. 010   
)25(         eeee

g TKTK
T

.. 111   
)26(         eeee

g TKTK
T

.. 212   
  

     eee XXX 012 تعریـف  ) 16(تـا  ) 14(در روابط  ,,
اند و هشد     eee KKK 011121 ,,   با مقادیر تعریف

شـــده     eee KKK 012 ,,   1(ضـــمیمه  در (
  .ندهست یکسان
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  تشکیل ماتریس سختی کلی و معادله تعادل
  :شود صورت زیر بیان میه بماتریس سختی کلی 

)27(      



N

e

e
gKK

1
  

و تعداد کل اعضا Nکه در آن  e
gK مـاتریس سـختی    ][

لازم بـه  . باشـد  تگاه مختصات کلی مـی تبدیل یافته در دس
و در نتیجــه  اعضــاهــاي ســختی ذکـر اســت کــه مــاتریس 

تـابعی از متغیرهـاي تصـادفی   ماتریس سختی کل،  e
iX 

(i=0,1,2) هستند.  
  :شود صورت زیر نوشته میه معادله تعادل ب

)28(      PUK 
  

 {U}شـود و   یـان مـی  ب) 27(توسـط رابطـه    [K]که در آن 
بـردار نیـروي قطعـی     {P}بردار تغییر مکان گرهی کلـی و  

  .باشد میسازه کلی 
  

  هاي گرهیتحلیل تغییرات تغییرمکان
صورت زیر بیان ه متغیرهاي تصادفی ماتریس سختی ب      

  :شوند می

)29(      
 

 
eL

eie
i idxxfxX

0

)2,1,0(;  

 .باشد تعداد کل اعضا می Nو  e=1,2,...,N ،که در آن
میانگین صفر با تابع تصادفی  xf)(،)2(با توجه به رابطه 

بنـــابراین بـــدیهی اســـت کـــه متغیرهـــاي . باشـــدمـــی
تصادفی e

iX داراي میانگین صفر هستند:  
)30(    ),...,2,1(;)2,1,0(;0 NeiX e

i 
  

  

هـاي  و بـردار تغییـر مکـان    [K]مـاتریس سـختی    براینانب
هر دو توابعی از متغیرهاي تصادفی {U}گرهی  e

iX  بـوده
  :شوندصورت زیر بیان میه ب و و لذا

)31(  
      
      2,1,0;,...,2,1;

2,1,0;,...,2,1;




iNeXUU
iNeXKK

e
i

e
i

  

  

براي نمایش مقادیر ماتریس سختی و  U}{0و K][0اگر 
بردار تغییر مکان گرهی در  e

iX      بکـار رونـد، رابطـه زیـر
  :بین این مقادیر وجود دارد

)32(      PUK 00 یا      PKU 1
00
  

  

  

توسـط  ) 31(در رابطـه   {U}بردار تغییر مکان گرهـی  اگر 
  حول مقادیر میانگین یلور با تقریب مرتبه اول ـــري تــس

تصادفیمتغیرهاي  e
iX خواهیم داشتشود، ده بسط دا:  

  

)33(            
 

E

M

i
e

i

e
i

e
i

N

e X
UXXUU 














01

0

  

بیـانگر   E[  ]علامـت   .است) هابراي قاب( =M 2که در آن 
ــاي    ــانگین متغیره ــادیر می ــه مشــتق در مق ــن اســت ک ای

تصادفی e
iX مؤلفه. شودمحاسبه می 

 
E

e
iX

U









  در رابطه

 نسـبت ) 28(زئی از رابطـه  گیري جتوسط دیفرانسیل) 33(
به e

iX  به شکل زیر بازنویسی )32(با استفاده از رابطه و ،
  :شودمی

)34(   
     

   0
1

0 U
X

KK
X
U

E
e

iE
e

i




















 

  

  

و با توجه به رابطـه   )33(در رابطه ) 34(رابطه با قرار دادن 
  :شودبه شکل زیر بازنویسی می) 33(، رابطه )30(

)35(  
   

   
    )(

0
0

1
0

1

0

e
i

E

M

i
e

i

N

e
XU

X
KK

UU






















  

  

  :برابر است باU}{یا مقدار منتظره ) E(امید ریاضی 
)36(  0}{}{ UUE   

 هـاي دهنده مقدار میـانگین تغییـر مکـان   نشان) 36(رابطه 
  .باشدگرهی با تقریب مرتبه اول می

  :برابر است با {U}ماتریس کواریانس 
  

)37(  

 
 

   
   

   
 

   }{.)]([

)}{}({)}{}({
}{},{

2

2

1

12

1

1

12121

1
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0
0

1
0

011

00

e
i

e
i

T

T

E

e
i

T

E

e
i

M

i

M

i

N

e

N

e

T

XXEK
X

KU

U
X

KK

UUUUE
UUCov









































  

  

   .اندقبلاً تعریف شده Mو  Nکه در آن 
عبـارت   ،طبق تعریف امیـد ریاضـی      2

2

1

1

e
i

e
i XXE ـ  ه ب

  :شودبیان میصورت زیر 

)38(  

    
   

       212121
00

2121

21

2

2

1

1

dxdxxfxfExx

XXE

eeii
LL

e
i

e
i

ee





  

  

  xf)(همه اعضا بـا یـک میـدان تصـادفی    کنیم یفرض م
  :لذا گردند ویکسان مشخص می
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)39(  
      

      2121

21
21

xxRxfxfE
xfxfE

ff

ee


  

  

  :شودبه شکل زیر بازنویسی می) 38(رابطه بنابراین 

)40(  
    
   

  212121
00

21

21

2

2

1

1

dxdxxxRxx

XXE

ff
ii

LL

e
i

e
i

ee






  

  

در روابط فـوق  xR ff     تـابع همبسـتگی میـدان تصـادفی
)(xf رابطه زیـر   ،با استفاده از تئوري احتمالات. باشدمی

  :برقرار است
  

)41(      dkekSxR ikx
ffff 





  

  

که در آن  kS ff      تابع چگالی طیفـی تـوانی مربـوط بـه
) 40(رابطـه  . باشدعدد موج می kو xf)(میدان تصادفی 

  :شودصورت زیر نوشته میه ب
  

)42(  
    

 
 

dkdxexdxexkS

XXE
ee L

ikxiikxi
L

ff

e
i

e
i

2
0

211
0

2

2211

)1(

2

2

1

1

.  





  

  

  :داریم ،)37(در ) 42(با جایگزینی رابطه 
  

)43(  

 

   

   

dkdxexdxexK

X
KUU

X
K

KkS

UUCov
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




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








  

  

هاي گرهی شامل اعضاي قطـري  تغییر مکان بردار تغییرات
بنابراین . شودهاي گرهی میماتریس کواریانس تغییر مکان

ها برابر است باتغییر مکان بردار تغییرات:  
  

)44(  

 

   

   

dkdxexdxexU
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KKU

X
KK

diagkSUVar
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L
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
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

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






  

  

، آندر که  K     بـردار   .اشـد بمـاتریس سـختی کلـی مـی
  :قابل بازنویسی استبه شکل زیر تغییرات 

  

)45(        dkKVkSUVar ff





  

  

  :که در آن

)46(  
 

 

   
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ikxi
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e
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N

e

ee

























































  

  

هایی برابر با تعداد کل درجـات  داراي مؤلفه KV)(بردار 
تـابع  «، KV)(هر مؤلفـه . باشداي میآزادي سیستم سازه

باشد، میمربوطهدرجه آزادي در » پاسخ تغییرات.  
  

  نمونهبررسی یک مساله 
اینرسـی  ممـان  (با مقطع ثابـت   Lبه طول یک تیر         
گـاهی و بارگـذاري مطـابق    با شرایط تکیه) ثابت Iمقطع 
  .گیریمدر نظر می )2(شکل 

  
  
  
  
  

  .مورد بررسی در مساله نمونه تیر: 2شکل
  

 0Eچنانچه مدول الاستیسیته در طول تیر ثابت و برابر 
  :ها داریمفرض شود، با استفاده از روابط تحلیل سازه

)47(  

IE
LM

B
0

0

4
  

L
MVA 2

3 0  

2
0MM A   

L
MVB 2

3 0  
مدول الاستیسیته تابعی از طول تیر و به صورت زیر  حال 

  :شودفرض می
)48(      xfExE  10  

  :که در آن
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)49(  )1()(
L
x

L
xxf   

را محاسبه  Bابتدا حدود بالا و پایین مقدار دوران گره 
، کافیست Bدوران گره  براي محاسبه حد پایین .کنیممی

0max، مقدار 0E، بجاي مقدار )47(در رابطه  4
5 EE  را

  :در این صورت، خواهیم داشت. قرار دهیم

)50(  
IE
LMBoundLower B

0

0

5
  

  

ست در ا ، کافیBبراي محاسبه حد بالاي دوران گره 
0min، مقدار 0Eبجاي مقدار  ،)47(رابطه  EE  را قرار
  :در این صورت، خواهیم داشت. دهیم

)51(  
IE
LMBoundUpper B

0

0

4
  

  

*که آن را ( Bیک تقریب اولیه از مقدار دوران گره 
B 

ار متوسط مدول الاستیسیته مقد قرار دادن، با )نامیممی
  :آیدمیدست ه ب) 47(در رابطه ) avgE(تیر 

  

)52(  00 6
7)(1 ExdxE

L
E

L

avg    

)53(  
IE
LM

B
0

0*

14
3

  
  

از  با استفاده Bحال براي محاسبه مقدار دوران گره 
  :، داریم)35(رابطه 

)54(            i
i i

XU
X
KKUU 0

2

0

1
00 















  

  

  :داریم) 16(تا ) 14(با استفاده از روابط 
  

)55(   
60

0
LdxxfX

L

   

)56(   
12

.
2

0
1

LdxxfxX
L

   

)57(   
20

.
3

0

2
2

LdxxfxX
L

   
  

خواهیم سازي پس از عملیات محاسبه و سادهبنابراین 
  :داشت

)58(  
     

IE
LM
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XU
X
KK i

i i
B B

0

0

0

0
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0
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1
00

67
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7

4
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










 


  

  ، Bدار دوران گره شود، مقگونه که ملاحظه میهمان
  و ) 51(و ) 50(بین حد پایین و بالاي ارائه شده در روابط 

  .است) 53(نزدیک به مقدار تقریبی محاسبه شده در رابطه 
دست آمده در حال چنانچه براي تحقیق صحت مقدار به

 ، ماتریس)16(تا ) 9(، با استفاده از روابط )58(رابطه 
  :یر را تشکیل دهیم، خواهیم داشتسختی کلی ت
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







LLLL
LLLL
LLLL

LLLL

IEK
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15/32/6.615/67/6.6
/6.6/2.13/6.6/2.13

22

2323

22

2323

0

  

  

  :، خواهیم داشت)28(ا حل دستگاه معادلات رابطه 
  

)60(  

IE
LM

B
0

0

67
15

  

L
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99 0  

67
32 0MM A   

L
MVB 67

99 0  
  

تیلور در  دهد آنچه بر اساس بسط به سريکه نشان می
به دست آمده ) 35(و با استفاده از رابطه ) 58(رابطه 

ز حل دستگاه معادلات انطباق دارد است، با نتیجه حاصل ا
تشکیل ماتریس سختی کلی سازه محاسبه و به جاي لذا و 

و حل دستگاه معادلات در این حالت،  در حالت غیرقطعی
فرض ثابت هاي گرهی را با توان ابتدا مقادیر تغییرمکانمی

بودن مدول الاستیسیته محاسبه و سپس با استفاده از 
هاي مقادیر واقعی تغییرمکانو روابط بعدي، ) 35(رابطه 

  .گرهی را محاسبه نمود
  

  يگیرنتیجهبندي و جمع
اي، ، ابتدا ماتریس سختی اعضاي میلهبررسیدر این       

دست آمده ه اي با خواص مواد تصادفی ب تیر و قاب صفحه
در . ها بیان گردیدو سپس، روابط بین نیروها و تغییر مکان

با کمک بسط به سري تیلور و تئوري احتمالات، نهایت 
هاي گرهی سازه مقدار میانگین و تابع تغییرات تغییر مکان

  .استخراج گردیدتصادفی مدول الاستیسیته با 
توانـد بـراي تعیـین نیروهـاي داخلـی و      این روش می      
گاهی مورد استفاده هاي تکیهالعملعکساعضا و  هايتنش

از (هـا  همچنین قابل بسط به سایر انـواع المـان  . قرار گیرد
   .باشدنیز می...) جمله پوسته، ورق و 
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