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   (DSC)منفرد مجزا  يروش انتگرال حلقو اتراوش ب مسئلهحل 
 

  ۲محمود رباني بيدگلي و ۱*عطارنژادرضا 
  دانشگاه تهران -  يفن يها س دانشکدهيپرد -  عمران يار دانشکده مهندسيدانش۱

  دانشگاه تهران - يفن يها س دانشکدهيپرد -  عمران يدانشکده مهندسارشناسي ارشد دانش آموخته ک۲
  )۳/۹/۸۸ بيخ تصويتار ،۲۱/۸/۸۸ ت اصلاح شدهيافت روايخ دريتار ،۲۵/۱۱/۸۵افت يدر خيتار(

  چكيده
الگوريتم . شود رال حلقوي منفرد مجزا پرداخته ميتراوش در محيط همگن به کمک روش عددي انتگ مسئلهدر اين مقاله، به بررسي       

يتم، زيربناي اصلي اين الگور. ددي مسائل مهندسي مورد استفاده قرار گرفته استبه بعد براي حل ع ۱۹۹۹از سال  ۱انتگرال حلقوي منفرد مجزا
حل مسائل مکانيک سيالات و  هاي محلي را در پذيري روش انعطاف هاي کلي و دقت روش ،اين الگوريتم. تئوري پخش و انتشار امواج است

در زير سدهاي بتني و سدهاي بتني با پرده  سپس ساده و يبعدط دويحک ميدر  تراوش موضوع ابتدا در ن مقالهيدر ا. را دارد مکانيک جامدات
هاي  جواب ل قرار گرفته ويمورد تحلشده،  ميو با استفاده از هسته شانون تنط DSCروش  هن بار بياول يبرا آببند با معادله حاکم لاپلاس

شتر يات بيرش حجم عمليبا پذ ،در حل معادله لاپلاس نتايج حاکي است که ؛اند با روش تفاضلات محدود مقايسه شدهروش این از  حاصل
 .دارد نسبت به روش تفاضلات محدود يتر قيدق يها جوابن روش  يا، r عامل يساز نهيو به ) )M( بزرگتر ينوار محاسباتعرض  انتخاب(
  

راوش، شده، ت نون تنظيمتئوري پخش، تئوري موجک، هسته شا انتگرال حلقوي منفرد مجزا، :هاي کليدي واژه
  معادله لاپلاس

  

  مقدمه
يــک روش عــددي جديــد کــه داراي انعطــاف پــذيري 

الگـوريتم   ،هـاي کلـي اسـت    هاي محلي و دقت روش روش
ايـن روش از  . اسـت ) DSC(انتگرال حلقوي منفـرد مجـزا   

بـه بعـد بـراي حـل مسـائل مهندسـي مـورد         ۱۹۹۹سال 
زيربنـاي اصـلي ايـن الگـوريتم،     . استفاده قرار گرفته اسـت 

اين الگوريتم . است] ۲[و تئوري موجک ] ۱[ي پخش تئور
در حل مسائل مکانيک سيالات و مکانيک جامـدات مـورد   

کلي اين روش عـلاوه بـر    طوره ب. استفاده قرار گرفته است
دهـد،   اينکه راه حل متفاوتي را براي مسائل تکينه ارائه مي

يل بـا مشـتقات   قادر است که براي حل معادلات ديفرانس ـ
نوان يک الگوي برتر و مفيد مورد استفاده قرار ي به عجزی
، در تعـدادي از مسـائل   DSC در حـال حاضـر روش  . گيرد

 ـ از آن جملـه  . کـار بـرده شـده اسـت    ه علمي و مهندسي ب
، مسـائل فيزيـک کلاسـيک    ]۳[توان به مسائل کوانتوم  مي

ــان  ، تحليــل فراينــدهاي تصــادفي، شــبيه]۴[ ســازي جري
، تشــکيل ]۶و۵[پيچيـده   هــاي سـاده و  سـيالات در دامنـه  

، اشاره ]۷[اي  هاي دايره هاي نانو مقياس در دامنه طرحواره
تنها الگـوريتم عـددي    DSC ها، روش در تحليل سازه. کرد

موجود براي حل آن دسته از مسـائلي اسـت کـه نيـاز بـه      
]. ۴ و ۸-۹[دارنـد را هاي بالاي ارتعـاش   بيني فرکانس پيش

، تابع شود میش استفاده رواین هايي که در  يکي از توزيع

شود که  که به عنوان تابعي شناخته مي استدلتاي ديراک 
ــل  در يــک دامنــه مشــخص کــه در ــدارد، قاب آن مقــدار ن

اولين شخصي بود کـه خـواص    ،ديراک. استگيري  انتگرال
بــا ايـن تـابع را در جلسـات تـدريس مکانيـک کوانتـومي،       

اين  هاي متعامد عمومي تحليل سري. کردتشريح  صراحت
  . مطالعه شده است] Walter ]۱۰نخستين بار توسط  ،تابع

، DSCکار رفته در هسـته  ه ب عواملبا انتخاب مناسب 
و  کـرده ايجاد  مسئلهدقت قابل کنترلي را براي  ،اين روش
هـاي   سـازي هندسـه   پـذيري چشـمگيري در مـدل    انعطاف

هـاي    جـايگزين . دهـد  دست ميه پيچيده و شرايط مرزي ب
نظير روش کلي، روش محلي، گـالرکين،   DSCديگر روش 

Collocation تواننـد از نقطـه    محـدود، مـي   هـای  و تفاضل
يـک   DSCبنابراين الگوريتم  .آغازين منفرد استنباط شوند

هــاي عـددي ارائــه   الگـوي متحـد بــراي ايـن چنـين روش    
  .کند مي

تـراوش،   مسـئله و  يبعـد ان دويبر جر معادلات حاکم 
 يا سـهمو ي ـ يضـو ياز نـوع ب  يی ـل جزيفرانسيمعادلات د

 يهمگـن و خط ـ ر مستقل، ينسبت به متغ اغلبکه  هستند
ل در يفرانسيحل معادلات د يها روش يبه طور کل. هستند

 ـتراوش ل مختلف ئمسا  ـيتحلا بـه صـورت   ي  ـو  يل مـه  يا ني
 يسـاز  نـه يو به ين طراح ـيهمچن. اند يساز ا مدلي يليتحل
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و  يئـور بـر اسـاس ت   اغلـب  يمهندس يندهايها و فرآ سازه
ات ينکه تجربيبا توجه به ا. شوند يش و تجربه انجام ميآزما

از  ياريز بس ـي ـو ن هسـتند نـه  يار پرهزياغلب بس ـ يمهندس
 يهـا  توسـط روش  يقابـل بررس ـ  يمهندس يئل طراحمسا
همـراه   يادي ـز يها يل آنها با دشواريا تحلي نبوده يليتحل

را در  يار مهم ـيبس ـنقش  يعدد يساز مدلن يبنابرااست، 
ن يها در ا شتر تلاشيب. بر عهده دارد ائلمسنوع  نيل ايحلت

ل ئحل مسا يبرا يا محلي يکل يها نه، بر توسعه روشيزم
. اند افتهيا مستقل از زمان، تمرکز يمختلف وابسته به زمان 

دقـت   يمحل ـ يهـا  روشاز  يکل ـ يها ، روشيدر حالت کل
 يريپذ انعطاف يمحل يها که روش يدارند، در حال يشتريب
 يط مـرز يده و شـرا ي ـچيپ ههندس ـ يساز مدلدر  يشتريب

 در حـل  يمحل ـ يعـدد  يهـا  روشاز انـواع  . دارندمختلف 
 محدود توان روش اجزا محدود، تفاضلات يم تراوش مسئله

 يبنـد  مـش محـدود   یروش اجزا. بردرا نام  يالمان مرز و
نمـود  ان با سـطح آزاد  يدر جرموضوع ن يکه ا داردده يچيپ
مواجـه   يا مشـکلات عمـده  ن روش را بـا  يوا دارد يشتريب
ر ي ـغ يهـا  طيدر مح ـ ين روش المان مـرز يهمچن .کند يم

 ،يعدد يها ان روشياز مهر حال ه ب .ندارد ييهمگن کارآ
 يسـاز  در مدل يشتريبت يجامع محدود های روش تفاضل

   .داردده ين پديا
وسيله الگـوريتم جديـد   ه تراوش ب مسئلهدر اين مقاله 
حل شـده اسـت و در   ) DSC(نفرد مجزا انتگرال حلقوي م

آن براي حـل   عواملواقع يک روش جديد همراه با تعيين 
ن دقـت  يـي تع يدر ابتدا برا .معادله لاپلاس ارائه شده است

بـا   يهـا  طيتـراوش در مح ـ  مسـئله ن روش و از آنجا که يا
ن ي ـا ،نـدارد ق ي ـده جـواب دق يچيپ يط مرزيهندسه و شرا

 شود و پـس   يم يبررسه ساد يبعددو طيک محيده در يپد
زير سدهاي بتني و سدهاي بتنـي   از آن معادله لاپلاس در

 .شود يحل مبا پرده آببند 
  

 عددي انتگرال حلقوي منفرد مجزا الگوريتم
)DSC(  

يـک روش عمـومي بـراي حـل عـددي       ،اين الگـوريتم 
کارگيري و اختصاص دادن يـا  ه با ب. استکانولوشن منفرد 

توانـد يـک    مـي  DSCنفـرد،  تقريب ساختار يـک هسـته م  
ثر، با دقـت و قابـل اعتمـاد بـراي کاربردهـاي      ؤالگوريتم م

 ،جا که پايـه و مبنـاي ايـن روش    از آن]. ۱۱[مختلف باشد
را بـه عنـوان تـابع     Tتـابع   بنابراین، است  ۲تئوري پخش

يک المان از فضاي تابع  η(t) ودر نظر گرفته ) پخش(توزيع
نتگرال حلقوي منفرد به در اين صورت ا. آزمون خواهد بود

 :شود تعريف مي این ترتیب

)1(  ( ) ( ) ( )dxxxtTtF η−= ∫
+∞

∞−
 

بـر اسـاس   . اسـت يک هسته منفـرد   T(t-x) ،در اين رابطه
يـک  ) F(t)(، انتگرال حلقوي منفردTشکل و اجزاي هسته 

توزيع مرکزي براي بسياري از مسـائل علمـي و مهندسـي    
مختلف کـاربرد   هاي منفرد که در مسائل انواع هسته. است

  :قرار استاین دارند، به 
  

  هاي نوع هيلبرت هسته -الف
نگـاري و  شتر در مسائل انتشار امواج، پرتواين هسته بي     
   :استب ين ترتياکاربرد دارند و فرم کلي آنها به  رهيغ

)۲(  ( ) ( )o>= n
x

xT
n

1  

  

  هاي نوع دلتا هسته -ب
دلات ديفرانسـيل  ها در حـل عـددي معـا    اين نوع هسته    

ن شکل ياها به  کاربرد عمده دارند، شکل عمومي اين هسته
  : است

)٣(  ( ) ( ) ( )( ),...2,1,o== nxxT nδ  

ها و غير قابل محاسبه بودن آنهـا   ي هستهل تکينکيدلبه    
مـورد   Tبـراي تـابع توزيـع     Tαبا کـامپيوتر، يـک تقريـب    

  :گيرد استفاده قرار مي

)٤(  ( )xTxT →
→ oαα

α )(lim  

  .استيک حد عمومي  αoه ک
، که موضـوع تحقيـق حاضـر    پلاسه لاحل معادل يبرا     
حـل   يکـه بـرا  هـاي نـوع دلتـاي ديـراک       هسـته از ، است

 ـ يي ـبا مشـتقات جز فرانسل يمعادلات د  رونـد،  يکـار م ـ ه ب
نيـز   Tα(x)باشد،  T(x)=δ(x)بنابراين اگر . شود استفاده مي

  :از نوع دلتا بوده و خواهيم داشت

)٥(  ( ) ( ) ( )k
k

k xfxtTtF ∑ −=α
 

}xk { يک مجموعه مناسب از نقاط مجزاي شبکه است که
يـک تقريـب    Fα(t)شـود و  اين تقريب روي آنها تعريف مـي 

کـه در   ــــا دلت  مختلـف هسـته    نمونـه  دو .استF(t)براي 
  :شوند مسائل مختلف کاربرد دارند، در ادامه معرفي مي
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  هاي نوع دلتاي شانون هسته

)٦(  ( ) ( )oηη
π

α
α

=><
∞→

x
x

x ,sinlim  

  :هاي نوع دلتاي ديريکله هسته

)7(  
( )( )[ ]

( )



 −

−+

'
2
1sin2

'2
1sin

xx

xxl

π

 

 ـ       رفتـه در مسـائل    کـار ه نتايج بررسي روي معـادلات ب
دهـد   نشان ميروش ن يابا  هحل شدمهندسي و موضوعات 

يراتـي،  يبـا اعمـال تغ   ۳که استفاده از هسته دلتاي شـانون 
با استفاده از . ]۱۲[دده دست ميه نتايج بسيار مطلوبي را ب

يعنـي   Nyquistگيري درونيابي در فرکانس  الگوريتم نمونه

∆
=

π
α خواهد بود بين ترتيا، هسته دلتاي شانون به:  

)8(  ( )[ ]
( )

( )

( )k

k

xx

xx

xx
xx

−
∆

−
∆→

−
−

π

π

π
α sin

'
'sin  

ون ايـن اسـت کـه بـا     گيـري شـان   اهميت تئوري نمونه     
قـادير  بنـدي مجموعـه نامحـدودي از م    جداسازي و شـبکه 

}f(xk){توان يک تابع  ، ميL2 )  را روي يـک  ) نـوار محـدود
و نظم اين هسته بـه   توالي و تناوب. خط افقي پوشش داد

  ].۱۱و۱۲[يابد ، بهبود مي۴کننده کمک يک تنظيم

)9(  1lim =
∞→ σσ

R  

  : ، خواهیم داشت)4(براي تناوب دلتا، بر اساس رابطه 
)10(  ( ) ( ) ( ) 1lim ==∫ →

o
o

σσααα
RdxxRxT  

ــراي ، Rσ(0)=1 شــرط       يکــي از نيازهــاي اختصاصــي ب
کننـده عمـومي و    يک تنظـيم . استدهنده از نوع دلتا  نظم

گيــرد،  تيــپ کــه در ايــن مقالــه مــورد اســتفاده قــرار مــي
)2exp()( 2

2

σσ
xxR کننده يـک   تنظيم نيا. است =−

بوده و با استفاده از آن هسته دلتاي  ۵رتزاشو تابع از کلاس
  :خواهد بود ن قراريابه  شانون

)11(     

( )

( )

( )

( )
( )( )22 2/

sin

sin

σ

π

π

π

π

kxx

k

k

k

k

e
xx

xx

xx

xx

−−

−







∆

−







∆

 →
−








∆

−







∆

 

شـود کـه هسـته شـانون،      سـبب مـي   کننده اين تنظيم    
تـري داشـته و از نظـر عـددي بـراي       قابليت توزيـع ملايـم  

ــي اســتفاده  ــا   حــلدر روش محل معــادلات ديفرانســيل ب
  ].۱۲[ي، عملکرد بسيار مناسبي نشان دهديمشتقات جز
ــرای ــب زدن ب ــه    تقري ــابع نســبت ب ــک ت مشــتقات ي

بـه   DSCمتغيرهاي فضايي در يک نقطه مجزاي مشخص، 
دار از مقـادير تـابع در    طور معمول يک ترکيب خطـي وزن 

2M+1  نقطه )M  نقطه در سمت چپ وM  نقطه در سمت
در جهــت متغيرهــاي فضــايي ) راســت نقطــه مــورد نظــر 

 m. استنيمه عرض نوار محاسباتي  Mکه  کند مياستفاده 
  :است شکل نيا امين نقطه به iدر  f(x)امين مشتق تابع 

)12(  
( ) ( ) ( ) ( )

1,...,1,

.

−=

+≈ ∑
−=

Ni

kxfCxf i

M

Mk

m
ki

m

o
 

)(m
kC :m شـده در   هسته دلتاي شانون تنظـيم امين مشتق

ــه    Nو  اســت kنقطــه  ــاط شــبکه در دامن ــل نق ــداد ک تع
ماتريسـي،   شـکل رابطه بـه  ن يابا نوشتن . محاسباتي است

ب تعريـف  ين ترتيابه  ذکرشدهتريس بخش ديفرانسيلي ما
  : شود مي

)13(  
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),(گيـري   جهت ديفرانسـيل  q .است yxq مرتبـه   mو  =
دو (رش بـه ابعـاد بـالاتر    توسعه و گسـت . گيري است مشتق
m)(. يابـد  يمتحقق  شيبا نما) بعد

kC     بـه صـورت تحليلـي
kxx، به عنوان مثال براي حالـت  استقابل محاسبه  و  ≠

  :شده خواهيم داشت با فرض هسته دلتاي شانون تنظيم
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ــن روش  ــرزي در ايـ ــرايط مـ ــال شـ ــه اعمـ  ،در زمينـ
دست آمد که ه هاي زيادي انجام شد و اين نتيجه ب بررسي

اين روش براي اعمال شـرايط مـرزي، روابطـي بـين نقـاط      
 ـ بـه  . آورد ه دسـت مـي  خارج از دامنه و نقاط داخل دامنه ب

دار از گـاه گيـر   راي شرط مرزي معـادل تکيـه  عنوان مثال ب
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گاه سـاده از بسـط غيـر متقـارن      تکيه بسط متقارن و براي
  .شود استفاده مي

چ يکله، هيريومن و دين يط مرزينه اعمال شراياما در زم    
نقاط خارج از دامنه و نقاط داخل دامنـه  ن يب يرابطه خاص
-DSCبـه نـام    يب ـيترک يروش کين از يبنابرا. وجود ندارد

FD  هـاي   بـه ايـن ترتيـب کـه در گوشـه     . شود يماستفاده
ط که اين شرايط حاکمند از روش تفاضلات محـدود و  محي

 .شود ياستفاده م DSCدر داخل آن از روش 
   

حالت (معادله ديفرانسيل جريان آب در خاک 
  )اشباع
هـاي بـردار سـرعت در     لفـه ؤکه به جـاي م  صورتي در

از قانون دارسـي شـيب   با استفاده  معادله پيوستگي جريان
عادله ديفرانسـيل جريـان   ، م)۱۵معادله ( قرار دهيم را آبي

  .شود آب در خاک اشباع حاصل مي
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که در سيستم چاه يا چشمه وجـود داشـته    در صورتي     

  :باشد داريم
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Q :براي چشمه علامت مثبـت و بـراي   (بي چشمه يا چاه د

  )چاه علامت منفي
هـاي   ترين حالت حرکت آب در خـاک  کلي) ۱۷(معادله    

  .استاشباع 
هاي دائمي  فقط جريان مقاله، با توجه به اينکه در اين      

 معادلـه این گيرد،  بعدي مورد مطالعه قرار مي در حالت دو
  :آيد زير در مي شکلبه ) ۱۷(
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  )حرکت آب در خاک(معادله لاپلاس 
کــه حرکــت آب در يــک خــاک همگــن و  در صــورتي

بـه معادلـه   ) ۱۸(معادلـه   ،ايزوتروپيک مورد مطالعه باشـد 
  :شود لاپلاس تبديل مي
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  :داريم ،باشد Kx=Kyاگر 
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شرايط مرزي حاکم بـر مسـائل مـورد نظـر از نـوع       و      
  .هستندومن يا نيکله ديري

  :شرط مرزي ديريکله
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  :شرط مرزي نيومن
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بـه   ون معادلـه لاپـلاس  يفرمولاس ـ استخراج
  منفرد مجزا يانتگرال حلقو کمک روش

س بـه کمـک روش انتگـرال    حـل معادلـه لاپـلا    يبـرا 
  .شود ير استفاده ميون زيمنفرد مجزا از فرمولاس يحلقو

تفاضـلات   از روش N=M ازي ـمورد نط تايمح يها در کناره
  :ميمحدود دار
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 از روش انتگــرال ≤ M Nمــورد نيــازط از يدر داخــل محــ

  :ميمنفرد مجزا دار يحلقو
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 ٢٠٩                                            .....                                                                                                      حل مسئله تراوش     

  
 

از  اسـت، جا چون هدف حـل معادلـه لاپـلاس     نيدر ا     
  :شود يشده استفاده م ميهسته شانون تنظ
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kxx يو برا   :ميدار =
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 .هاي مختلفي وجود دارد معادلات روشن يابراي حل       
  .يم و روش تکراريها عبارتند از روش مستق ن روشيا

هاي مشهور مسـتقيم عبارتنـد از قـانون     برخي از روش
هـا،   عيـب بـزرگ ايـن روش   . کرامر و روش حـذفي گـوس  

. عمليات رياضي بسيار زياد آنها براي ايجاد يک جواب است
انــد کــه بــه زمــان  اي پيشــنهاد شــده هــاي پيشــرفته روش

همه آنها  بیيبه طور تقرولي  ،محاسبات کمتري نياز دارند
ها با يـک يـا چنـد شـرط      شاين رواغلب . هايي دارند عيب

دســتگاه : ط عبارتنــد ازيکــه ايــن شـرا  شـوند  محـدود مــي 
مســتطيلي، انـدازه مــاتريس   یمختصـات دکــارتي، قلمـرو  

ــالا، شــرايط مــرزي و مشــکل   ضــرايب، ظرفيــت ذخيــره ب
هــاي  در هـر حـال برخـي از روش   . نويسـي در آنهـا   برنامـه 

نظر  اي از کاربردها ابزار مفيدي به مستقيم پيشرفته در پاره

مـورد بررسـي بـه علـت      مسـئله جا که در  از آن. رسند مي
نويســي در حالــت  حجــم برنامــه مســئله، بــودن دوبعــدي

تفـاوت  مالگـوريتم آن در حـالات مختلـف     مستقيم زياد و
هاي تکـراري بـراي حـل     جا از روش ، بنابراين در ايناست

هاي تکراري بـراي   روش. شود دستگاه معادلات استفاده مي
معادلات خطـي سـاده هسـتند و بـه راحتـي      حل دستگاه 

هـدف ايـن   . توان آنها را در برنامه کامپيوتري وارد کـرد  مي
ان ياز م .دست آوردن جواب از روش تکرار استه ها، ب روش
و روش گـوس   يتوان به روش ژاکـوب  يم يتکرار يها روش
دل يگـوس سـا   يحسـن روش تکـرار  . دل اشـاره کـرد  يسا

 ،ديدر گام جد ست کها نيا يژاکوب ينسبت به روش تکرار
کنـد   يدشان استفاده مير جديدر نقاط مجاور از مقاد تکرار
ن يبنـابرا . شود يم ييش سرعت همگراين کار باعث افزايو ا

دل يمعـادلات از روش تکـرار گـوس ســا   ایـن  حـل   يبـرا 
 .ه استاستفاده شد
ــد از ا ــمتيــاون روش در ينکــه فرمولاسـ ـيبع  ن قس
 يبـرا  يل ـيگونـه حـل تحل  چ ياز آنجا که ه و استخراج شد

 ک مثـال ي ـن يبنـابرا  وجود نـدارد،  يتراوش سد بتن مسئله
مشـابه کـه    يط مـرز يساده با معادله حاکم و شرا يبعددو
 يينشان دادن دقـت و کـارآ   يبرا است، يليحل تحل يدارا

ان ي ـب ∞Lو  L2 يق نشان دادن خطاهـا ياز طر DSCروش 
 ئلهمس ـ در دو مطالعه موردي بـه بررسـي  و سپس  شود يم

تراوش در زير سد بتني و سد بتني با پرده آببند پرداختـه  
  .شود مي

  

 يبعدط دويک محيحل معادله لاپلاس در 
  ساده

 يمـورد بررس ـ  يبعدمسئله دو يط مرزيهندسه و شرا
بـه   مسـئله ق ي ـحل دق. نشان داده شده است )۱(شکل  رد
  :استب ين ترتيا

)٢٨(  y
L

hh
hyxh

y

bu
b ⋅

−
+=

)(
),(  

 يمقدار خطانوع ، از دو  روشاین  ان دقت يب يبرا
2/12

,, ,
2

2 ))(( jiji ji hhL −∆= ijijو ∑ hhmaxL −=∞ 
 Wر يمقاد نوار،عرض اثر  يبررس برای .استفاده شده است

کننده  ميتنظ عواملمتناظر با  ٢٤، ٢٠، ١٦، ٨برابر با 
∆σ  قرار  يمورد بررس  ٤.٧، ٣.١، ٢.٨، ١.٧٥برابر با

  .گرفت
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ن يب ∞Lو  L2 يخطاها )٢(و  )١( يها در جدول      
hمنفرد مجزا و  يشده از روش انتگرال حلقو محاسبه يها

آمده   Nمختلف  مقدارشش  يبرا) ۲۸معادله (ق يحل دق
تعداد نقاط شبکه برابر با  يشود که برا يمشاهده م. است
که  يهنگام .استتا دو رقم اعشار  يدقت يج داراي، نتا ۱۷
 .ابدي يش ميشود، دقت افزا يشتر ميب شبکه نقاطد تعدا

 يرسد، دقت عدد يم ۵۰ به تعداد نقاط شبکهکه  يهنگام
دهنده نرخ  موضوع نشان نيا .استافته ي يمشهود ش يافزا
طور که  ن همانيهمچن. استن روش يا ييهمگرا يبالا

ش يبا افزا نقاط شبکه ،ک تعداد ثابتيدر  ،شود يمشاهده م
M ينييپا ن حديبنابرا .ابدي يش ميدقت افزا N  ۵۰با  برابر 
در نظر گرفته  بند با پرده آب يو سد بتن يسد بتن يبرا
حل  در ،روشن يتوان گفت که ا يم رون ياز ا. شود يم

 بخصوصو  N ،M ريادمق يساز نهيبا بهمعادله لاپلاس 
ت روش يبا توجه به ماه نيهمچن .دارد ييبالادقت  r عامل
DSC، مقدار  کي يبراN  وM ک مقدار يدر تنها  ،يمساو

r هر دو روش  ،خاصDSC  وFD  با . دارند يکسانيجواب
روش  ،نهيبه rن ييو تع r عاملر ييکه با تغ تن تفاويا

DSC روش  يها نسبت به جواب يتر قيدق يها جوابFD 
  .دارد

 

 
 .يبعدط دويمح يط مرزيهندسه و شرا :۱شکل

  

  .حل معادله لاپلاس يبرا 2L يخطا:۱جدول

 
N 

DSC 
M=8 M=16 M=20 M=24 

9 0.012665 - - - 
17 0.009255 0.008294 - - 
21 0.007506 0.006739 0.006634 - 
25 0.006298 0.005662 0.005592 0.005558 
33 0.004851 0.004299 0.004237 0.004228 
50 0.003018 0.002837 0.002805 0.002793 

   

و  M=20 عواملدهد که با انتخاب  ها نشان مي بررسي      
rx=ry=3.1  شـود،   ضمن اينکه حجم محاسبات اضافه نمـي

 براي حـل معادلـه لاپـلاس حاصـل     هاي با دقت بالا ابجو
هـاي نوشـته شـده از ايـن      همه برنامه بنابراين در. شود مي

 .شود استفاده مي عوامل
  

  .حل معادله لاپلاس يبرا L∞ يخطا:۲جدول
  

 
N 

DSC 
M=8 M=16 M=20 M=24 

9 0.0318 - - - 
17 0.0178 0.0158 - - 
21 0.0146 0.013 0.0127 - 
25 0.012333 0.010933 0.010733 0.010733 
33 0.0095 0.0084 0.0082 0.0082 
50 0.006416 0.005517 0.005516 0.005416 

 
  

زير سد بتني و سد  حل معادله لاپلاس در
با پرده آببند به کمک روش ترکيبي  يبتن

انتگرال حلقوي منفرد مجزا و روش تفاضلات 
  محدود
 ،مشـهود اسـت   )۳( و )۲( يها طور که در شکل همان

متر و در پايين دست برابر  ۳۰ارتفاع آب در بالادست برابر 
متر، عـرض محـيط بالادسـت     ۲۰عرض سد برابر  متر، ۱۰

 ،متـر  ۵۰ر، عرض محـيط پـايين دسـت برابـر     مت ۵۰برابر 
متر و ارتفاع محيط خـاک برابـر    ۱۰ارتفاع سپر آببند برابر 

نتـايج حاصـل از حـل    . شـده اسـت  در نظر گرفته متر  ۲۰
تعدادي از نقـاط زيـر سـد بتنـي و سـد       معادله لاپلاس در

بتني با پرده آببند به کمک روش انتگرال حلقـوي منفـرد   
يج بـا روش تفاضـلات محـدود در    مجزا و مقايسه ايـن نتـا  

) ۸(، )۷(، )۶(، )۵(، )۴(هاي مورد نظر در نمودارهـاي   دقت
نشان )۳(و ) ۲(هاي  نقاط مورد بررسي در شکل .آمده است

  .اند شدهاده د
 ،شـود  بـالا مشـاهده مـي   هـاي   همان طور که در شکل     

 rو  M عواملبا انتخاب ) FDو  DSC(اختلاف بين دو روش
خ همگرايـي ايـن   و بـا افـزايش نـر    اسـت نـدک  بسيار ا بالا

البته با پذيرش حجـم عمليـات   . شود ز ميياختلاف کمتر ن
ــر نوارهــاي انتخــاب عــرض (شــدن شــبکه  بيشــتر و ريزت

با توجه  DSCروش به طور حتم  ))M(تر  بزرگ محاسباتي
هـاي   جـواب  بعـدي سـاده  حـل دقيـق بـراي محـيط دو     به

  .دهد مي هئاراتري را  دقيق
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 .نقاط مورد بررسي در زير سد بتني شمايي از: ۲لشک

  
  

  .دبا پرده آببن ير سد بتنيدر ز ياز نقاط مورد بررس ييشما :۳شکل
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در دقت همگرايي  اي گره ۵۰ ×۵۰با استفاده از شبکه  FDو  RSK(Rx=Ry=3.1)-DSCاختلاف بين مقادير حاصل از روش  :۴شکل 

.در نقاط زير سد بتني e-8برابر با 
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اي در دقت همگرايي  گره۱۰۰ ×۱۰۰با استفاده از شبکه  FDو  RSK(Rx=Ry=3.1)-DSCاختلاف بين مقادير حاصل از روش  :۵شکل
 .در نقاط زير سد بتني e-7برابر با 
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يي اي در دقت همگرا گره۱۰۰ ×۱۰۰با استفاده از شبکه  FDو  RSK(Rx=Ry=3.1)-DSCاختلاف بين مقادير حاصل از روش  : ۶شکل
 .در نقاط زير سد بتني e-8برابر با 
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اي در دقت همگرايي  گره ۲۰۰ ×۲۰۰با استفاده از شبکه  FDو  RSK(Rx=Ry=3.1)-DSCاختلاف بين مقادير حاصل از روش  :۷شکل
  .در نقاط زير سد بتني با پرده آببند e-6برابر با 
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 ۷۵و  xت هگره در ج ۴۰۰با استفاده از شبکه اي شامل  FDو  RSK(Rx=Ry=3.1)-DSCاختلاف بين مقادير حاصل از روش  :۸شکل
 .در نقاط زير سد بتني با پرده آببند e-6همگرايي برابر با  در دقت yگره در جهت 

  
  نتايج تفسير 

معادله لاپلاس در زيـر يـک   براي حل  DSCروش  -١
ن بار مورد ياول يبراسد بتني و يک سد بتني با پرده آببند 

چ گونه حل ياز آنجا که هدرابتدا  .است گرفتهاستفاده قرار 
ــدارد، يتــراوش ســد بتنــ مســئله يبــرا يلــيتحل    وجــود ن
مشـابه کـه    يط مرزيک مثال ساده با معادله حاکم و شراي

 يينشان دادن دقـت و کـارآ   يبرا است، يليحل تحل يدارا
 .ان شديب ∞Lو  L2 ينشان دادن خطاها راهاز  DSCروش 

 rو انتخاب  N، Mر يمقاد با افزودندهد که  يج نشان مينتا
ن يـي پـس از تع  .ابدي يش ميافزابه مراتب دقت روش  نهيبه

در زير يـک سـد بتنـي و    معادله لاپلاس  ،این روشدقت 
با روش نتايج مقايسه . حل شد يک سد بتني با پرده آببند
هـاي همگرايـي    که در نرخ دهد تفاضلات محدود نشان مي
اختلاف  تر درشت يها شبکه و در بالاي روش گوس سايدل

 يها شبکه در .رسد مي e-3شود و به حدود  دو روش کم مي
 يهـا  روش انتگرال حلقوي منفرد مجزا جـواب ريزتر چون 

 ـ)ق يبا توجه به حل دق( دارد يتر قيدق ن ي ـن اي، اختلاف ب
   .دارد يشترينمود ب ،روش و روش تفاضلات محدود

در يـک   هشـود ک ـ  يمشخص م ـ )۶(و  )۵(هاي  از شکل -۲
 ـ( بندي يکسان شبکه ، هـر چـه   )۱۰۰ ×۱۰۰طـور مثـال  ه ب

اخـتلاف بـين دو    ،ري انتخاب شـود ت معيار همگرايي بزرگ
  شود  کمتر ميروش 

تـر   همگرايي خـاص اگـر شـبکه کوچـک     در يک معيار -۳
کمتـري   اخـتلاف بايـد  ) ۶و  ۴هـاي   مقايسـه شـکل  (شود

این چون  ،اما در اينجا با ريزتر کردن شبکه ،مشاهده شود
انتگـرال  روش از روش تفاضلات محـدود بـه سـمت روش    

رود، اخـتلاف بـين دو روش    حلقوي منفرد مجزا پيش مـي 
کـه   )۴(نسبت به شکل  )۶(شود و شکل  بيشتر نمايان مي

 اخـتلاف هر دو داراي يک معيار همگرايـي هسـتند مقـدار    
و  استي البته اين اختلاف جزی دهد، بيشتري را نشان مي

اين اختلاف کم  ،)M( ينوار محاسباتاد نقاط با افزايش تعد
   .شود مي
بـا افـزايش نـرخ     ،يسـد بتن ـ  يهـا  با توجـه بـه شـکل    -۴

زير سـد بتنـي    حداکثر اختلاف بين دو روش در ،همگرايي
  . استکه بسيار ناچيز  است E-3. حد در
 FDو  DSCاختلاف بين دو روش  )٨( و )٧( های شکل -٥
بنـدي   را در دو نوع شـبکه  )ددر زير سد بتني با پرده آببن(

گره در  ٤٠٠: گره در هر جهت و دومي ٢٠٠:اولي(مختلف 
ــرخ همگرايــي ) yگــره در جهــت  ٧٥و  xجهــت   E-6در ن

شـده بـين ايـن دو     حداکثر اختلاف مشاهده .دهد نشان مي
کـه روي نقطـه انتهـايي     است ١٨/٠ برابر ها روش در شکل

 ،يش نـرخ همگرايـي  البته با افـزا . افتد پرده آببند اتفاق مي
  .کمتر خواهد شد نیز اختلافاين 
 يزتــر دارا ير يهــا شــبکه  در DSCچــه روش  اگــر -٦

 بـا اما  ،است FDنسبت به روش تر  قيدق ياندک يا هیجواب
شتر يبار يبسن روش يدر اات يحجم عمل ،شبکه زتر شدنير

تـوان بـا توجـه بـه مرتبـه       ين م ـيبنابرا .است FDاز روش 
  تر و  درشت ياــه شبکه يدو روش برا باٌ مشابهيتقر يخطا
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ــودن روش  در ايــن کــاربرد، از همــان روش  FDمرســوم ب
 .تفاضلات محدود استفاده کرد
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 ب استفاده در متنيسی به ترتيهای انگل واژه
1 - Discrete Singular Convolution 
2 - Distribution 
3 - Shannon 
4 - Regulator 
5 - Schwartz 
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